Zur Zahlen- und idealtheorie eindimensionaler noetherscher integritätsbereiche  by Halter-Koch, Franz
JOURNAL OF ALGEBRA 136, 103-108 (1991) 
Zur Zahlen- und ldealtheorie eindimensionaler 
noetherscher Integrittitsbereiche 
FRANZ HALTER-KOCH 
Institiit fir Mathematik, Karl-Franzens-Universitiit, 
Halbiirthgasse l/I, A-8010 Graz, Austria 
Communicated by A. Friihlich 
Received January 30, 1989 
Sei R ein noetherscher Integritatsbereich; dann besitzt jedes 
aeR\(RX u (0)) eine (nicht notwendig eindeutige) Darstellung als 
Produkt endlich vieler unzerlegbarer Elemente. Fur m > 2 sei ,u,(R) das 
Supremum aller nattirlichen Zahlen k, fur die gilt: 
Es gibt unzerlegbare Elemente ul, . . . . u,, 
~)~,...,v~~Rmitu,~~~u,=v,~~~v,. 
Offensichtlich ist m < pu,(R) d p, + ,(R) d CO fur alle m > 2. 1st pm(R) < a3 
fiir all m >, 2, so kann man die Nichteindeutigkeit der Zerlegung in unzer- 
legbare Elemente in R noch als “zahm” bezeichnen. 
A. Geroldinger und G. Lettl [S] untersuchten die Invarianten pm(R) im 
Kontext der Teilbarkeitslehre in Halbgruppen. Als Anwendung betrachte- 
ten sie Ordnungen R in algebra&hen (insbesondere quadratischen) Zahl- 
kiirpern und gaben Kriterien fur pm(R) < co an. Ihre Resultate lassen sich 
wie folgt zusammenfassen: 
SATZ A. Sei R ein Krullring mit endlicher Divisorenklassengruppe. Dann 
ist p,,JR) < co fiir alle m Z 2. 
Beweis. 1st R ein Krullring, so ist 3 = (a H div(a)) eine Divisoren- 
theorie, und die Divisorenklassengruppe von R ist isomorph zu Pic(@ 
im Sinne von [S] (vgl. [7, Beispiel 11). Die Behauptung folgt nun aus 
[5, Theorem 11. 1 
SATZ B. Sei K ein algebraischer Zahlkiirper, [K:Q] = d < 00, R eine 
Ordnung in K und F der Fiihrer van R. 
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(i) Gibt es zu jedem P E spec R mit Fc P mu endlich viele invertier- 
bare irreduzible Primiirideale Q von R mit & = P, so ist pm(R) < GO fir 
alle m > 2. 
(ii) Im Falle d= 2 sind Equivalent: 
(a) Zu jedem P E spec R mit F c P gibt es mu endlich viele invertier- 
bare irreduzible Primiirideale Q von R mit & = P. 
(b) Fiir jede in K zerlegte Primzahl p ist F St pR. 
(iii) Sei K/Q galoissch, R galoisinvariant, und P E spec R derart, da$’ 
es unendlich viele invertierbare irreduzible Primtirideale Q von R mit 
z/;z= P gibt; dann ist pd(R) = CO. 
Beweis. Siehe [5]; der dort fiir d= 2 gegebene Beweis von (iii) (Corol- 
lary 4.2) la& sich unmittelbar auf den allgemeinen Fall iibertragen. 1 
In der vorliegenden Arbeit werde ich die Behauptungen (i) und (ii) von 
Satz B in einem allgemeineren ringtheoretischen Zusammenhang studieren. 
In 2 deliniere ich den Begriff des Z-Ringes als geeigneten Rahmen fiir die 
Verallgemeinerung von (i) (Satz 1). In 3 beweise ich ein Analogon zu (ii) 
(Satz 2) fur beliebige eindimensionale noethersche Integritatsbereiche. 
DEFINITION. Unter einem Z-Ring verstehe ich einen noetherschen 
Integritatsbereich, in dem sich jedes invertierbare Ideal als Produkt von 
Primaridealen darstellen la&. 
Jeder eindimensionale noethersche Integritatsbereich (also insbesondere 
jede Ordnung in einem globalen Kiirper) ist ein Z-Ring. Ferner ist jeder 
faktorielle Ring und allgemeiner jeder schwach-faktorielle Ring im Sinne 
von [2] ein Z-Ring. Jede Lokalisierung eines Z-Ringes ist wieder ein 
Z-Ring, und ein lokaler noetherscher Integritltsbereich ist genau dann ein 
Z-Ring, wenn er schwach-faktoriell ist. 1st R ein noetherscher Integritltsbe- 
reich, und sind alle zu invertierbaren Idealen von R assoziierten Primideale 
maximal oder invertierbar, so ist R ein Z-Ring wegen Cl, Lemma 23. 
Fur einen Z-Ring R sei Y(R) die Menge der P E spec R mit h(P) = 1 und 
9(R) die multiplikative Halbgruppe der invertierbaren Ideale von R. 9(R) 
ist regular, (1) = R ist das einzige invertible Element von Y(R), und jedes 
Element von 3(R) ist Produkt von endlich vielen unzerlegbaren Elementen 
von Y(R). Die unzerlegbaren Elemente von Y(R) sind genau die multipli- 
kativ irreduziblen invertierbaren Primarideale von R; SO(R) sei die Menge 
der unzerlegbaren Elemente von 4(R). Fur P E Y(R) sei 52(P) die Menge 
der Q E &(R) mit & = P. 
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In einem Z-Ring hlngt die Produktzerlegung eines invertierbaren Ideals 
mit der Primaridealzerlegung wie folgt zusammen: 
LEMMA 1. Sei R ein Z-Ring, IEJJ(R), I=Qr...Q, mit Qif~~(R) und 
Pi = &; dann folgt Pi E 9(R), und P,, . . . . P, sind genau die zu I assoziier- 
ten Primideale von R. 
Beweis. Nach L32, Corollary 21 ist I= Q; . . . + . (2: mit Primaridealen 
Q; > .. . . Q: zu paarweise verschiedenen Primidealen Pi, . . . . P: mit 
p;, . . . . P:} = (PI, . . . . P,}. Dann folgt aber I= Q’, n ... n Q; nach [2, 
Theorem 31, also sind P1, . . . . P, genau die zu I assoziierten Primideale. 
Nach [2, Theorem 41 sind Pi, . . . . P: paarweise unvergleichbar, und aus 
dem Hauptidealsatz folgt h(Pi) = 1 fur alle i E (1, . . . . r). 1 
LEMMA 2. Sei R ein Z-Ring und PEP(R). Dunn sind Equivalent: 
(a) P ist invertierbar (also Pea(P)); 
(b) JW’) = {PI; 
(c) #Q(P) = 1. 
Sind diese Bedingungen erftillt, so ist R, ein diskreter Bewertungsring. 
Beweis. (b) folgt aus (a) nach [ 1, Lemma 11, und trivialerweise folgt 
(c) aus (b). 
Sei also #G?(P) = 1, L?(P) = (Q>; ich zeige: R, ist ein diskreter Bewer- 
tungsring, und Q = P. Seien c, c’ E P\P2; dann ist (c) = QC, (c’) = QC’ mit 
C, C’ E Y(R), C st P, c’ st P, und es folgt CR, = Qp = c’Rp, also 
c&= Pp. Aber R, ist ein eindimensionaler noetherscher lokaler Integri- 
tatsbereich, also ein diskreter Bewertungsring, und da IH I, eine Bijektion 
von der Menge der P-prim&en Ideale von R auf die Menge der 
P,-prim&en Ideale von R, ist, folgt Q = P. 1 
Die Primideale P E .9(R) mit G?(P) = (P> spielen nun die Schliisselrolle 
im angekiindigten Kriterium fur p,JR) < CO: 
SATZ 1. Sei R ein Z-Ring, #G?(P)< 00 fiir alle PEP(R), G?(P)= (P> 
fir fast alle PE 9(R), und sei Pit(R) endlich. Dann ist ,LL,,JR) < 00 $3 alle 
m > 2. 




a t-+ (@) 
ist ein Divisorhomomorphismus mit Pit(8) = Pit(R) im Sipne van [S]; 
daher folgt die Behauptung des Satzes aus [S, Corollary 21. 1 
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KOROLLAR. Sei R ein eindimensionaler noetherscher Integritiitsbereich, 
R der ganze Abschluj von R in seinem Quotientenkiirper, R ein endlich 
erzeugter R-Modul und F der Fiihrer von R in R. Sei # Pit(R) < co und 
#Q(P) < co fur alle PEP(R) mit Fc P. Dann ist p,(R)< CC ftir alle 
m > 2. 
Beweis. 1st P E B(R) mit F qt P, so ist R, = R, ganzabgeschlossen, also 
ein diskreter Bewertungsring, und P, ist ein Hauptideal. Wegen dim R = 1 
ist P, = R, fur jedes maximale Ideal M # P. Daher ist P projektiv, und 
die Behauptung folgt aus Satz 1 und Lemma 2. [ 
3 
Ich beweise nun ein fur eindimensionale noethersche Integritltsbereiche 
R und PEP(R) gtiltiges Kriterium fur #Q(P) < 00. 
KATZ 2. Sei R ein eindimensionaler noetherscher Integrittitsbereich, R
der ganze Abschluj von R in seinem Quotientenkorper, P E spec R, und sei 
R, ein endlich erzeugter Rp-Mod&. Dann sind iiquivalent: 
(a) #Q(P) < co; 
(b) Es gibt nur ein PE spec R mit Pn R = P, und fur dieses ist 
(R; : R; ) < co. 
Fur den Beweis von Satz 2 beniitige ich: 
LEMMA 3. Sei s > 2, Ic N”, eine Unterhalbgruppe und CI > 0 derart, da&’ 
gilt: 
Es gibt unendlich viele (al, . . . . a,) E I mit a, < 01. 
Dann ist I nicht endlich erzeugt. 
Beweis von Lemma 3. Sei E c T endlich und [E] die von E erzeugte 
Unterhalbgruppe von r Dann gibt es nur endlich viele (a,, . . . . a,) E [E] 
mit a,<cr. 1 
Beweis von Satz 2. Wegen dim R = 1 ist QM = R, fur jedes zu P 
gehiirige Primlrideal Q von R und jedes maximale Ideal Mf P von R. 
Daher ist Q t+ Qp eine multiplikationstreue Bijektion von der Menge der 
zu P gehijrigen invertierbaren Primlrideale von R auf die Menge der zu P, 
gehiirigen invertierbaren Primarideale von R,. Indem ich von R zu R, 
iibergehe, kann ich ohne Einschrankung annehmen, R sei lokal und P das 
maximale Ideal von R. Dann ist R ein semilokaler Dedekindring, also ein 
Hauptidealring, R ist ein endlich erzeugter R-Modul, und ich habe zu 
zeigen: 
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Genau dann ist #a(P) c co, wenn i? nur ein maximales Ideal besitzt 
und (8” :R*)< co ist. 
Sei s Z 1, und seien P, , . . . . P, die maximalen Ideale von R. Sei Pi= p,R 
mit p,~l? und PB=?$...*; wegen P,nR=P 
ie 11, . . . . s}. Dann hat jedes P-prim&e invertierbare 
Form 
ist ei > 1 fur ‘alle 
Ideal Q von R die 
Q=fipP’.uR 
i=l 
mit UER~ und a,>1 (denn aus n[~zIp~‘~R\RX fdgt nl=,P?EPc 
JJ;= 1 p,R, also a, > 1 fur alle i E (1, . . . . s>>. Sei 
f = (a,, . ..) a,,uR”)eN”, xR”JR” i pp’.u~R ; 
i=i 
dann ist r eine Unterhalbgruppe von N” x R */R x, und 
(a 1, .a., a,,u~“)++Ijp~~uR 
i=l 
ist ein Halbgruppenisomorphismus von P auf die Menge der P-primaren 
invertierbaren Ideale von R. Daher ist 0(P) genau dann endlich, wenn P 
endlich erzeugt ist, und es geniigt zu zeigen: 
Genau dann ist P endlich erzeugt, wenn s = 1 und a x/R ’ endlich ist. 
Sei F = n;= 1 pf’ . R der Fiihrer von R in R; dann ist (a,, .~., a,, uR x ) E r, 
falls nur ai 2 ci fur alle i E { 1, . . . . s}. Sei PO c NC das Bild von r unter der 
kanonischen Projektion r --+ N”+ ; PO enthalt alle (al, . . . . a,) EN”’ mit 
aj3cj fur alle ie (1, . . . . s}, ist also im Falle s+ 2 nach Eemma 3 nicht 
endlich erzeugt. Daher ist im Falle s >, 2 such r nicht endlich erzeugt. 
Sei nun s = 1. Dann enhalt P alle Elemente der Form (cl ) uR x ) mit 
UERX, ist also im Falle (Rx : R x ) = CE sicher nicht endlich erzeugt. Im 
Falle (Rx :R”)< 00 sei sl, . . . . E, ein Reprasentantensystem van Rx/Rx in 
K x ; dann ist jedes unzerlegbare Element von r von der Form (a, E, R X ) 
mit 1 <a < 2c, v f (1, . . . . t) und daher r endlich erzeugt. B 
KQROLLAR. Sei R eine Ordnung in einem algebraischen oder Y-ad&hen 
Zahkiirper, i? der ganze AbschluJ von R in seinem Quotientenkiirper I.& 
P E spec R. Genau dann ist # C?(P) < co, wenn es in l? nur ein iiber P liegen- 
des Primideal gibt. 
Beweis. K ist ein endlich erzeugter Z-bzw. Z,-Modul, also au& ein 
endlich erzeugter R-Modul. 1st F der Fiihrer von R in R und P das einzige 
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i.iber P liegende Primideal von i?, so ist (R,” : Rp" ) d (a:F) < co, und die 
Behauptung folgt aus Satz 2. Fiir die benutzten EndlichkeitsGtze fiir 
algebraische und g-adische Zahlkiirper siehe [S]. 1 
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